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Die Geometrie, speziell die Elementargeometrie, ist ein Teilgebiet der Ma-
thematik, die sich mit anschaulichen Objekten in der Ebene oder im Raum,
etwa Punkten, Geraden oder Dreiecken, auseinandersetzt. Viele Erkenntnis-
se können hierbei aus der zeichnerischen Darstellung gewonnen werden,
wobei diesem Zugang allerdings enge Grenzen gesetzt sind. Es stellt daher
einen großen Fortschritt dar, wenn diese Objekte durch Zahlen und Koor-
dinaten beschrieben werden können. Eine wichtige Rolle spielen hierbei
die Vektoren, speziell die räumlichen Vektoren, die es in vielen Fällen er-
möglichen, das Studium geometrischer Objekte auf ein Rechnen mit Zahlen
zurückzuführen.

10.1 Das Skalarprodukt von
Vektoren im Raum

Wir wollen uns nun mit der geometrischen Bedeutung und Inter-
pretation räumlicher Vektoren auseinandersetzen. Eine wichtige
Größe zum Verständnis der Geometrie ebener Vektoren war das
Skalarprodukt. Die Definition überträgt sich unmittelbar aus der
Ebene auf Vektoren im Raum.

Definition

Für zwei Vektoren v D

0
B@
v1

v2

v3

1
CA und w D

0
B@
w1

w2

w3

1
CA heißt

hv;wi WD v1w1 C v2w2 C v3w3

das Skalarprodukt von v und w.

Für v D

0
B@
3
1
2

1
CA und w D

0
B@

1
�3
5

1
CA gilt also

hv;wi D 3 � 1 C 1 � .�3/C 2 � 5 D 10 :

Das Skalarprodukt verbindet Längen und Winkel

Wie in der Ebene erhält man sofort aus der Definition einige Re-
chenregeln, die das Arbeiten mit Skalarprodukten vereinfachen.

Rechenregeln für das Skalarprodukt

Für Vektoren v, w, w1 und w2 und r 2 R erhalten wir:

1. Es gilt das Kommutativgesetz:

hv;wi D hw; vi
2. Es gilt das Distributivgesetz:

hv;w1 C w2i D hv;w1i C hv;w2i

3. Das Skalarprodukt ist verträglich mit der Skalarmulti-
plikation:

hr � v;wi D r � hv;wi D hv; r � wi

4. hv; vi D jvj2

Wie für zweidimensionale Vektoren erhalten wir auch hier den
Satz von Cauchy-Schwarz.

Satz von Cauchy-Schwarz

Für zwei Vektoren v und w gilt:

jhv;wij � jvj � jwj:

Der Beweis des Satzes von Cauchy-Schwarz für ebene Vekto-
ren, wie wir ihn in Abschn. 9.3 geführt haben, kann dabei Wort
für Wort auf räumliche Vektoren übertragen werden.

Nach diesem Satz ist also jhv;wij � jvj � jwj, und daher ist

�1 � hv;wi
jvj � jwj � 1;

falls die beiden Vektoren vom Nullvektor verschieden sind (so-
dass durch jvj � jwj dividiert werden darf). Deshalb existiert

' D arccos
	 hv;wi

jvj � jwj



2 Œ0; �� :

Für zwei vom Nullvektor verschiedene Vektoren v und w gibt
es folglich genau ein ' 2 Œ0; �� mit

cos.'/ D hv;wi
jvj � jwj : (10.1)

Definition

' heißt derWinkel zwischen v und w.

Liegen die beiden Vektoren in der x-y-Ebene, so erhalten wir
wieder den klassischen Begriff des Winkels, den die beiden
durch die Vektoren v und w bestimmten Geraden einschließen
(Abb. 10.1).

Sind v und w nichtkollineare räumliche Vektoren, so spannen
sie eine Ebene E im Raum auf (Abb. 10.2). Diese Ebene besteht
aus den Punkten P 2 R3, deren Richtungsvektoren die Gestalt
r.P/ D 	 � v C � � w für 	;� 2 R haben. In dieser Ebene ist '
der übliche Winkel zwischen v und w.

Beachten Sie aber, dass cos.'/ D cos.2� � '/. Der Winkel
bestimmt also, auch in Verbindung mit der durch v und w fest-
gelegten Ebene, die Lage der Vektoren zueinander noch nicht
eindeutig.
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Abb. 10.1 Der Winkel zwischen zwei Vektoren
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Abb. 10.2 Die von zwei Vektoren aufgespannte Ebene

Beispiel

Für v D

0
B@
2
2
0

1
CA und w D

0
B@
3
0
3

1
CA gilt

hv;wi
jvj � jwj D 6

2
p
2 � 3p

2
D 1

2
:

Daher schließen v und w einen Winkel von ' D �
3 , also

60ı, ein.

In diesem Fall spannen v und w0 D

0
B@

0
3

�3

1
CA die gleiche

Ebene auf wie v und w, und auch v und w0 schließen
einen Winkel von ' D �

3 , also 60ı, ein.

Für v D

0
B@
2
p
3

�1
�p

3

1
CA und w D

0
B@
2
p
2p
2p
6

1
CA ist

hv;wi
jvj � jwj D

p
3 � 1

2
p
2
:

Damit schließen v und w einen Winkel von ' D 5�
12 , also

75ı, ein. J

Definition

Zwei Vektoren v und w heißen orthogonal, wenn sie
einen Winkel von �

2 einschließen.

Sind v und w orthogonal, so sagen wir auch, dass v senkrecht
auf w steht.

Für ' 2 Œ0; �� ist cos.'/ D 0 genau dann, wenn ' D �
2 , und

daraus folgern wir:

Orthogonalität und Skalarprodukt

Genau dann sind zwei Vektoren orthogonal, wenn
hv;wi D 0.

Die Vektoren v D

0
B@

2
�1
3

1
CA undw D

0
B@
1
2
0

1
CA stehen daher senkrecht

aufeinander.

Die drei Einheitsvektoren e1, e2 und e3 stehen paarweise senk-
recht aufeinander.

Achtung In der Ebene sind alle Vektoren, die senkrecht auf

einem (vom Nullvektor verschiedenen) Vektor v D
 
v1

v2

!
ste-

hen, kollinear zu dem Vektor v? D
 

�v2
v1

!
, haben also alle die

gleiche Richtung.

Im Raum ist das nicht mehr so einfach, wie das Beispiel mit
den Einheitsvektoren schon zeigt: Die Vektoren e2 und e3 stehen
beide senkrecht auf e1, sind aber nicht kollinear. Im Fall räum-
licher Vektoren gilt vielmehr, dass die Vektoren, die senkrecht
auf einem (vomNullvektor verschiedenen) Vektor v stehen, eine
Ebene aufspannen. J

Vektoren sind durch ihre Richtungswinkel
bestimmt

Von speziellem Interesse sind die Winkel zwischen einem Vek-

tor v D

0
B@
v1

v2

v3

1
CA und den drei Koordinatenachsen, die durch die

Standardbasisvektoren e1, e2 und e3 definiert werden und die wir
mit ˛x, ˛y und ˛z bezeichnen.

Hierfür gilt

cos.˛x/ D hv; e1i
jvj D v1

jvj
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cos.˛y/ D hv; e2i
jvj D v2

jvj
cos.˛z/ D hv; e3i

jvj D v3

jvj :

Wir nennen ˛x, ˛y und ˛z auch die drei Richtungswinkel des
Vektors v. Lösen wir die definierenden Gleichungen nach vi auf,
so erhalten wir

v1 D jvj � cos.˛x/; v2 D jvj � cos.˛y/; v3 D jvj � cos.˛z/ ;
und ferner gilt

cos.˛x/2 C cos.˛y/2 C cos.˛z/2 D v21
jvj2 C v22

jvj2 C v23
jvj2 D 1 ;

denn nach den allgemeinen Eigenschaften des Skalarprodukts
ist

jvj2 D hv; vi D v21 C v22 C v23 :

Damit erhalten wir die folgende Aussage:

Länge und Richtungswinkel bestimmen einen Vektor

Ein Vektor v ist via

v D jvj �

0
B@
cos.˛x/
cos.˛y/
cos.˛z/

1
CA

eindeutig durch seine Länge und seine Richtungswinkel
festgelegt. Dabei gilt

cos.˛x/
2 C cos.˛y/

2 C cos.˛z/
2 D 1 : (10.2)

Beispiel

1. Der Vektor v D

0
B@
2
2
2

1
CA schließt mit allen Koordinaten-

achsen einenWinkel von ca. 54:74ı ein (im Bogenmaß
also etwa 0:3041�):

cos.˛x/ D 1p
3
; cos.˛y/ D 1p

3
; cos.˛z/ D 1p

3

2. Der Vektor v D

0
B@

1
1p
2

1
CA schließt mit den ersten beiden

Koordinatenachsen einen Winkel von 60ı (im Bogen-
maß also �

3 ), mit der z-Achse einen Winkel von 45ı
(im Bogenmaß also �

4 ) ein:

cos.˛x/ D 1

2
; cos.˛y/ D 1

2
; cos.˛z/ D

p
2

2
J

Diese Darstellung verallgemeinert die Polarkoordinatendarstel-
lung ebener Vektoren. Im Gegensatz zum zweidimensionalen
Fall ist hier allerdings ein Winkel nicht mehr ausreichend, um
den Vektor (in Verbindung mit seiner Länge) eindeutig zu be-
schreiben. Wir haben hier eine Darstellung mit drei Winkeln
gefunden, wobei der dritte durch die Beziehung (10.2) fast
schon eindeutig festgelegt ist. Allerdings kann man auch mit
zwei Winkeln und der Länge auskommen, wie Sie in Bd. 2, Ab-
schn. 3.3 noch erfahren werden (Kugelkoordinaten).

Wie auch bei ebenen Vektoren wird die Richtung eines Vektors
durch diese Winkel eindeutig festgelegt. Das lässt sich in eine
Aussage über Skalarprodukte übersetzen, woraus wir eine Er-
gänzung zum Satz von Cauchy-Schwarz erhalten.

Kollineare Vektoren

Für zwei vom Nullvektor verschiedene Vektoren v und w

gilt:

1. Genau dann sind sie parallel, wenn sie in allen Rich-
tungswinkeln übereinstimmen.

2. Genau dann sind sie parallel, wenn hv;wi D jvj � jwj,
genau dann antiparallel, wenn hv;wi D �jvj � jwj und
genau dann kollinear, wenn jhv;wij D jvj � jwj.

Sind v und w zwei räumliche Vektoren mit w ¤ 0, so sind v

und w folglich genau dann parallel, wenn es ein 	 � 0 gibt mit

v D 	 � w :

Zwei räumliche Vektoren v und w sind genau dann kollinear,
wenn es Skalare 	;� 2 R gibt mit 	 ¤ 0 oder � ¤ 0 und

	 � v C � � w D 0 :

10.2 Das Vektorprodukt

Für ebene Vektoren haben wir eine Multiplikation kennen-
gelernt, die die Menge der ebenen Vektoren sogar zu einem
Körper, dem Körper der komplexen Zahlen, macht. Eine ähn-
liche Multiplikation für Vektoren im Raum gibt es nicht. Es gibt
jedoch eine Produktoperation mit interessanten Eigenschaften.

Definition

Für zwei Vektoren v D

0
B@
v1

v2

v3

1
CA und w D

0
B@
w1

w2

w3

1
CA ist das

Vektorprodukt v � w definiert als der Vektor

v � w D

0
B@
v2w3 � v3w2

v3w1 � v1w3

v1w2 � v2w1

1
CA :
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Abb. 10.3 Das Vektorprodukt von zwei Vektoren

v � w ist wieder ein räumlicher Vektor, wie in Abb. 10.3 zu
sehen ist.

Beispiel
0
B@
3
1
2

1
CA �

0
B@
2
0
3

1
CA D

0
B@
1 � 3 � 2 � 0
2 � 2 � 3 � 3
3 � 0 � 1 � 2

1
CA D

0
B@

3
�5
�2

1
CA J

Beispiel

e1 � e2 D

0
B@
0 � 0 � 0 � 1
0 � 0 � 1 � 0
1 � 1 � 0 � 0

1
CA D e3

Ganz allgemein gilt für die Standardbasisvektoren:

� e1 e2 e3
e1 0 e3 �e2
e2 �e3 0 e1
e3 e2 �e1 0 J

Beispiel

Für v D

0
B@
1
2
3

1
CA gilt v � v D

0
B@
2 � 3 � 3 � 2
3 � 1 � 1 � 3
1 � 2 � 2 � 1

1
CA D

0
B@
0
0
0

1
CA.

Allgemein gilt für einen beliebigen Vektor v D

0
B@
v1

v2

v3

1
CA

v � v D

0
B@
v2v3 � v3v2
v3v1 � v1v3
v1v2 � v2v1

1
CA D

0
B@
0
0
0

1
CA : J

Vektoren und ihr Vektorprodukt bilden ein
rechtsdrehendes System

Das Vektorprodukt definiert keine Multplikation (wie z. B. in
den reellen oder komplexen Zahlen), und daher gelten teilweise
andere Regeln für den Umgang mit Vektorprodukten.

Rechenregeln für das Vektorprodukt

Für Vektoren u; v;w und Skalare r 2 R gilt:

1. Das Vektorprodukt ändert bei Vertauschung der Fakto-
ren das Vorzeichen (es ist antikommutativ):
w � v D �v � w

2. r � .w � v/ D .r � w/ � v D w � .r � v/.
3. .u C v/ � w D u � w C v � w und

u � .v C w/ D u � v C u � w.
4. hv � w; vi D 0 und hv � w;wi D 0.
5. jv � wj2 D jvj2 � jwj2 � hv;wi2.
6. v � w D 0 genau dann, wenn v und w kollinear sind.

Die ersten vier Punkte können sofort durch elementares Nach-
rechnen verifiziert werden. Bezüglich 5. gilt

jv � wj2 D .v2w3 � v3w2/
2 C .v3w1 � v1w3/

2

C .v1w2 � v2w1/
2

D .v1w2/
2 C .v1w3/

2 C .v2w1/
2

C .v2w3/
2 C .v3w1/

2 C .v3w2/
2

� 2 � .v1v2w1w2 C v1v3w1w3 C v2v3w2w3/

D �
v21 C v22 C v23

� � �w2
1 C w2

2 C w2
3

�

� .v1w1 C v2w2 C v3w3/
2

D jvj2 � jwj2 � hv;wi2 :

Für 6. ist v � w D 0 (wegen 5.) gleichbedeutend damit, dass
jhv;wij D jvj � jwj, und das ist nach dem Satz von Cauchy-
Schwarz äquivalent dazu, dass v und w kollinear sind.

Nach der Formel (10.1) ist hv;wi D jvj � jwj � cos.'/, sodass
nach obigen Rechenregeln

jv � wj2 D jvj2 � jwj2 � hv;wi2
D jvj2 � jwj2 � �1 � cos2.'/

�

D jvj2 � jwj2 � sin2.'/
gilt. Da ' 2 Œ0; ��, ist sin.'/ � 0, und daher folgt durch Ziehen
der Quadratwurzel:

Vektorprodukt und Winkel

Sind v und w vom Nullvektor verschieden und ist ' der
Winkel zwischen v und w, so gilt

jv � wj D jvj � jwj � sin.'/ : (10.3)
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Beispiel
ˇ̌
ˇ̌
ˇ̌
ˇ

0
B@
1
0
0

1
CA �

0
B@
1
1
0

1
CA

ˇ̌
ˇ̌
ˇ̌
ˇ

D 1 � p
2 � sin

��
4

�
D 1 J

Notieren wollen wir auch noch folgende Konsequenz der grund-
legenden Eigenschaften des Vektorproduktes:

Das Vektorprodukt steht senkrecht auf den Vektoren

Sind v und w vom Nullvektor verschieden, so steht der
Vektor v � w senkrecht auf v und senkrecht auf w (und
somit auch senkrecht auf der von v und w aufgespannten
Ebene, falls v und w nicht kollinear sind).

Beispiel
0
B@
1
0
0

1
CA �

0
B@
1
1
0

1
CA D

0
B@
0
0
1

1
CA steht senkrecht auf den Vektoren

0
B@
1
0
0

1
CA und

0
B@
1
1
0

1
CA. J

Die Vektoren v, w und v � w bilden ein rechtsorientiertes Sys-
tem, das anhand von Daumen, Zeigefinger und Mittelfinger der
rechten Hand dargestellt werden kann: Zeigt der Daumen in die
Richtung von v und der Zeigefinger in die Richtung von w, so
zeigt der (abgebogene) Mittelfinger in die Richtung von v � w

(Abb. 10.4).

Sind v und w nicht kollinear, so ist jeder Vektor, der senkrecht
auf der von v undw aufgespannten Ebene steht, kollinear zu v�
w, denn auf einer Ebene E steht genau eine Gerade G durch den
Nullpunkt, die Normalengerade von E, senkrecht (Abb. 10.5).

Spannen also v und w eine Ebene E auf, so ist v � w der
Richtungsvektor dieser auf E senkrecht stehenden Geraden, und
daher ist jeder auf E senkrecht stehende Vektor kollinear zu ihm.

v

wv×w

•
•

Abb. 10.4 Das Vektorprodukt steht senkrecht auf v und w

v

w
v×w

G

Abb. 10.5 Vektorprodukt und Normalengerade

Von drei Vektoren kann das Spatprodukt erklärt
werden

Wir betrachten nun drei Vektoren u, v und w.

Definition

Œu; v;w� WD hu; v � wi heißt das Spatprodukt der Vekto-
ren u; v und w.

Das Spatprodukt wird im Rahmen der Determinantentheorie
noch eine wichtige Rolle spielen.

Beispiel

Œe1; e2; e3� D he1; e2 � e3i D he1; e1i D 1 J

Beispiel
2
64

0
B@
1
0
1

1
CA ;

0
B@
1
2
3

1
CA ;

0
B@
2
3
4

1
CA

3
75 D

*0
B@
1
0
1

1
CA ;

0
B@

�1
2

�1

1
CA
+

D �2 J

Das Spatprodukt lässt sich sehr gut mit Koordinaten beschrei-
ben.
2
64

0
B@
u1
u2
u3

1
CA ;

0
B@
v1

v2

v3

1
CA ;

0
B@
w1

w2

w3

1
CA

3
75 D

u1 .v2w3 � v3w2/

Cu2 .v3w1 � v1w3/

Cu3 .v1w2 � v2w1/ :

(10.4)

Definition

Drei Vektoren u, v und w heißen komplanar, wenn sie in
einer Ebene liegen.

Zwei Vektoren v und w, die nicht kollinear sind, spannen ge-
nau eine Ebene im Raum auf. Die Punkte dieser Ebene sind die
Punkte P des Raumes, die Ortsvektoren von der Form

r.P/ D 	 � v C � � w

für reelle Zahlen 	;� haben.
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Anwendung: Impuls, Drehimpuls und Drehmoment

Wir betrachten einen Massepunkt M auf einer (ansonsten
masselosen) Kreisscheibe S, die um eine senkrecht zu dieser
Kreisscheibe durch den Mittelpunkt des Kreises verlaufende
Drechachse D drehbar gelagert ist (Abb. 10.6).

S

D

M

Abb. 10.6 Eine drehbar gelagerte Kreisscheibe

Die Rotationsbewegung dieses Massepunktes M wird be-
schrieben durch den Drehimpuls L. Bezeichnen wir mit r
den Ortsvektor, der den Mittelpunkt der Kreisscheibe mit
dem Massepunkt M verbindet (Hebelarm der Drehung), und
mit p den Impulsvektor (also den Vektor p D m � v), so be-
rechnet sich der Drehimpuls als

L D r � p ;

also als das Vektorprodukt aus r und p (Abb. 10.7).

S

L

M r

p

Abb. 10.7 Das Drehmoment

Da der Impuls, gegeben durch p D m �v mit der Masse m des
MassepunktesM und der Geschwindigkeit v, mit der sich der
Massepunkt auf seiner Kreisbahn bewegt, senkrecht auf dem
Ortsvektor r steht, gilt

jLj D m � jvj � jrj :

Der Drehimpuls ist eine sog. Erhaltungsgröße der Mechanik.
Der Drehimpulserhaltungssatz besagt, dass der Drehimpuls
eines Massepunktes (oder allgemeiner eines Systems von

Massepunkten) erhalten bleibt, wenn die Bewegungsglei-
chung gegenüber räumlichen Drehungen invariant ist. Das ist
genau dann der Fall, wenn

dL
dt

D 0 :

Im allgemeinen Fall, wenn die Bewegung des Massepunktes
durch das Einwirken einer äußeren Kraft F beeinflusst wird,
wird die (infinitesimale) zeitliche Änderung des Drehimpul-
ses als DrehmomentM des MassepunktesM bezeichnet. Da
in der klassischen newtonschen Mechanik nach dem Euler-
schen Drehimpulssatz

dp
dt

D F

gilt, errechnet sich auch dieses Drehmoment als ein Vektor-
produkt, nämlich als

M D r � F ;

wobei F die am MassepunktM angreifende äußere Kraft ist.
Der Drehmomentvektor verschwindet also, wenn die äußere
Kraft kollinear zum Ortsvektor ist, und er hat die maximale
Länge, wenn F senkrecht auf r steht.

Ganz allgemein erhalten wir: Ist ' 2 Œ0; �� der Winkel zwi-
schen r und F, so gilt

jMj D sin.'/ � jFj � jrj :

Beachten Sie, dass die Kraft F, die an einen Massepunkt
angreift, ein linienflüchtiger Vektor ist, dass also jeder Mas-
sepunkt auf einer Geraden G mit Richtungsvektor F den
gleichen Drehmomentvektor besitzt. Das erhalten wir nun
auch unmittelbar aus den Regeln für Vektorprodukte:

Sind r und s die Ortsvektoren von zwei Punkten auf der Ge-
raden G, so ist der Vektor s � r kollinear zu F (da dies der
Richtungsvektor der Gerade G ist), und damit gilt

s � F D .r C s � r/ � F

D r � F C .s � r/ � F

D r � F ;

wobei wir hier die Rechenregeln für Vektorprodukte ausge-
nutzt haben, also die Tatsache, dass aus der Kollinearität von
s�r und F schon folgt, dass ihr Vektorprodukt verschwindet.



TeilIII

236 10 Analytische Geometrie

Anwendung: Die Lorentzkraft (Ladungsträger in einem Magnetfeld)

Eine bewegte Ladung q in einem magnetischen oder elek-
trischen Feld erfährt eine Kraft, die Lorentzkraft FL

(Abb. 10.8). Sie wird umso größer, je mehr die Bewegung
der Ladung senkrecht zu den Feldlinien des Magnetfeldes
verläuft, und sie steht sowohl senkrecht auf den Feldlinien
als auch auf der Bewegungslinie des Teilchens.

B

v

FL

Abb. 10.8 Die Lorentzkraft auf geladene Teilchen

Die Lorentzkraft FL im engeren Sinn ist dabei definiert als

FL D q � .v � B/ ;

wobei v der Geschwindigkeitsvektor des geladenen Teil-
chens ist und B die magnetische Flussdichte des magneti-
schen Feldes. Diese Definition der Lorentzkraft wird jedoch
hauptsächlich in älterer Literatur verwendet. Inzwischen hat
sich der Begriff der insgesamt auf das Teilchen wirkenden
Lorentzkraft im weiteren Sinne eingebürgert,

F D q � .E C v � B/ ;

wobei E der Vektor der elektrischen Feldstärke ist. Von der
Lorentzkraft im engeren Sinne unterscheidet sich diese Kraft
um die Coulombkraft:

FC D q � E :
Da wir hier Vektorprodukte untersuchen, beschränken wir
uns auf die Lorentzkraft im engeren Sinn (bzw. betrachten
nur den Fall, dass kein äußeres elektrisches Feld vorhanden
ist). Die Stärke der Lorentzkraft ermittelt sich in diesem Fall
als

jFLj D q � jvj � jBj � sin.'/ ;
wobei ' 2 Œ0; 2�/ denWinkel zwischen v und B bezeichnet.

Falls der Geschwindigkeitsvektor v des Teilchens parallel
oder antiparallel zum Flussdichtevektor verläuft, so gilt nach
den Rechenregeln für das Vektorprodukt

v � B D 0 :

Daher verschwindet die Lorentzkraft in dieser Situation, und
das magnetische Feld hat keine Auswirkung auf die Bewe-
gungsbahn des Teilchens.

In allen anderen Fällen wird durch die Lorentzkraft die
Bewegungsbahn des Teilchens geändert. Falls der Geschwin-
digkeitsvektor v senkrecht auf dem Flussdichtevektor B
steht, bewegt sich das Teilchen auf einer kreisförmigen Bahn
(Abb. 10.9).

B

v

FL

Abb. 10.9 Die Wirkung der Lorentzkraft (Spezialfall)

Im allgemeinen Fall erhalten wir als Bewegungsbahn eine
Schraubenlinie (Abb. 10.10).

B

v

FL

Abb. 10.10 Die Wirkung der Lorentzkraft (allgemein)

In allen Fällen bleibt die kinetische EnergieW des Teilchens
(und damit auch seine Bahngeschwindigkeit) unverändert,
denn

dW

dt
D hm � v;FLi D m � q � hv; v � Bi D 0 ;

da v � B senkrecht auf v steht.
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Betrachten wir also drei Vektoren u, v und w und sind v und w

nicht kollinear, so sind u, v und w genau dann komplanar, wenn
u schon in der von v und w aufgespannten Ebene liegt.

Beispiel

1. Die drei Vektoren

0
B@
1
2
0

1
CA,

0
B@
2
1
0

1
CA und

0
B@

�3
2
0

1
CA sind kom-

planar; sie liegen alle drei in der von den beiden ersten
Standardbasisvektoren e1 und e2 aufgespannten Ebe-
ne, also in der x-y-Ebene.

2. Die drei Vektoren

0
B@
1
2
3

1
CA,

0
B@
3
2
1

1
CA und

0
B@

�2
�2
�2

1
CA sind kom-

planar; der dritte Vektor liegt schon in der Ebene, die
von den ersten beiden aufgespannt wird:

0
B@

�2
�2
�2

1
CA D �1

2
�

0
B@
1
2
3

1
CA � 1

2
�

0
B@
3
2
1

1
CA :

3. Die drei Standardbasisvektoren e1; e2 und e3 sind nicht
komplanar, da sie den ganzen Raum aufspannen. J

Mit dem Spatprodukt bzw. seinem Verschwinden kann unter-
sucht werden, ob drei Vektoren u, v und w in einer Ebene liegen
(also komplanar sind) oder nicht. Sind dabei zwei der Vektoren,
etwa v und w, kollinear (liegen also auf einer Geraden), so sind
sicherlich u, v und w in einer Ebene. Andererseits ist in diesem
Fall nach den Regeln zum Rechnen mit Vektorprodukten auch
v � w D 0 und damit Œu; v;w� D 0.

Wenn dagegen v und w nicht kollinear sind, dann steht v � w

auf der von v und w aufgespannten Ebene senkrecht. Da (nach
der Definition von „senkrecht“) hu; v � wi D 0 genau dann,
wenn u senkrecht auf v � w steht, erhalten wir, dass genau dann
Œu; v;w� D 0 gilt, wenn u schon in der von v und w erzeugten
Ebene liegt.

Spatprodukt und komplanare Vektoren

Drei Vektoren u, v und w sind genau dann komplanar,
wenn

Œu; v;w� D 0 :

Für die drei Vektoren

u D

0
B@
1
2
3

1
CA ; v D

0
B@
3
2
1

1
CA ; w D

0
B@
1
1
1

1
CA

gilt

v � w D

0
B@
2 � 1 � 1 � 1
1 � 1 � 3 � 1
3 � 1 � 2 � 1

1
CA D

0
B@

1
�2
1

1
CA

und damit

Œu; v;w� D
*0
B@
1
2
3

1
CA ;

0
B@

1
�2
1

1
CA
+

D 0 :

Also sind u, v und w komplanar.

Für die drei Vektoren

u D

0
B@
1
1
0

1
CA ; v D

0
B@
1
0
1

1
CA ; w D

0
B@
0
1
1

1
CA

gilt

v � w D

0
B@
0 � 1 � 1 � 1
1 � 0 � 1 � 1
1 � 1 � 0 � 0

1
CA D

0
B@

�1
�1
1

1
CA

und damit

Œu; v;w� D
*0
B@
1
1
0

1
CA ;

0
B@

�1
�1
1

1
CA
+

D �2 :

Also sind u, v und w nicht komplanar.

Rechenregeln für das Spatprodukt

Für drei Vektoren u, v und w gilt:

1. Œu; v;w� D Œw; u; v� D Œv;w; u�
2. Œu; v;w� D �Œv; u;w� D �Œw; v;u�

Spatprodukte berechnen das Volumen
von Parallelepipeden

Das Spatprodukt von drei Vektoren lässt sich auch geometrisch
interpretieren:

Ein Parallelepiped (auch Spat oder Parallelotop) ist ein Kör-
per mit sechs Seiten, für den gilt:

1. Alle Seiten sind Parallelogramme.
2. Je zwei einander gegenüberliegende Seiten sind kongruent

und parallel zueinander.

Ein spezielles Parallelepiped ist der Würfel. Hier sind alle Sei-
ten Quadrate und sogar paarweise kongruent. Auch Quader sind
Parallelepipede.
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z
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w

P

Abb. 10.11 Das Parallelepiped zu drei Vektoren

Allgemein hat ein Parallelepiped zwölf Kanten, von denen je-
weils vier parallel und gleich lang sind. Es reicht also, drei der
Kanten (die nicht in einer Ebene liegen dürfen) vorzugeben,
aus denen sich dann alle andere Kanten (und damit das gesam-
te Parallelepiped) herleiten lassen. Platzieren wir eine Ecke des
Parallelepipeds in den Koordinatenursprung des Raumes, lassen
sich die drei daran anschließenden Kanten durch drei nichtkom-
planare Vektoren u, v und w beschreiben. Sind umgekehrt drei
nichtkomplanare Vektoren u, v und w gegeben, so können wir
hieraus ein Parallelepiped P, wie in Abb. 10.11 dargestellt, kon-
struieren.

Die Punkte dieses Spates sind diejenigen Punkte Q 2 R3, deren
Ortsvektoren r.Q/ von der Form

r.Q/ D r � u C s � v C t � w

mit 0 � r; s; t � 1 sind.

Ein solches Parallelepiped, gegeben durch die Vektoren u, v und
w wollen wir nun betrachten.

Wie wir schon in mit Formel (10.3) gesehen haben, ist

jv � wj D jvj � jwj � j sin.'/j; (10.5)

wobei ' der Winkel zwischen v und w ist. Damit ist jv � wj die
Fläche des von v und w aufgespannten Parallelogramms, also
die Grundfläche von P, wie sofort aus der Definition des Sinus
folgt. Ferner gilt nach Formel (10.1):

jhu; v � wij D juj � jv � wj � j cos. /j ; (10.6)

wobei  den Winkel zwischen u und dem auf v und w senk-
recht stehenden Vektor v � w bezeichnet. Da juj � j cos. /j die
Höhe des Parallelepipeds P ist, wie sich sofort aus der Definiti-
on des Kosinus ergibt, erhalten wir durch Zusammensetzen der
Beziehungen (10.5) und (10.6):

Spatprodukt und Parallelepipede

Sind die drei Vektoren u, v und w nichtkomplanar und
bezeichnet P das Parallelepiped, dessen Kanten durch die
Vektoren u, v und w gegeben sind, so gilt:

jŒu; v;w�j ist der Rauminhalt des Parallelepipeds P.

10.3 Geometrische Anwendungen
der Vektorrechnung

Vektoren, wie wir sie bis jetzt kennengelernt haben, sind geo-
metrische Objekte in der Ebene oder im Raum und eignen sich
daher auch sehr gut, um geometrische Sachverhalte, speziell li-
neare geometrische Sachverhalte, auszudrücken. Einige dieser
Anwendungen aus dem Bereich der Winkelberechnung haben
wir ebenfalls schon kennengelernt. In diesem Abschnitt wollen
wir weitere Beispiele untersuchen. Wie bei der Behandlung von
Vektoren allgemein könnten wir auch hier die Betrachtung in
der Ebene und im Raum getrennt durchführen. Wir können al-
lerdings auch die Zeichenebene als Teil des Raumes auffassen
(etwa als die x-y-Ebene, sodass also die z-Komponente stets 0
ist) und daher alle Fragen gemeinsam im Raum untersuchen
und Punkte und Geraden in der Ebene als Spezialfall hiervon
betrachten. In diesem Abschnitt wollen wir diesem Ansatz fol-
gen.

Fundamental für alle geometrischen Betrachtungen ist dabei der
Abstandsbegriff: Für zwei Punkte P und Q im Raum mit Koor-
dinaten P D .p1; p2; p3/ und Q D .q1; q2; q3/ heißt

d.P;Q/ WD
p
.q1 � p1/2 C .q2 � p2/2 C .q3 � p3/2

der Abstand von P und Q.

Die Größe d.P;Q/ ist die Entfernung des Punktes P vom Punkt
Q, wie wir sie mit dem Lineal messen würden. Häufig wird hier-
für auch kP � Qk geschrieben.

Aus der Beschreibung von Vektoren mit Koordinaten erhalten

wir unmittelbar: Ist
�!
PQ der Verbindungsvektor von P nach Q,

so gilt

d.P;Q/ D j�!PQj : (10.7)

Damit lassen sich viele Aussagen über Entfernungen auf Be-
rechnungen mit Vektoren zurückführen. Dazu wollen wir zu-
nächst die geometrischen Objekte, die uns interessieren, in der
Vektorsprache beschreiben.

Geraden lassen sich durch Vektoren beschreiben

Jeder hat eine Vorstellung davon, was eine Gerade ist, aber nur
mit dieser Vorstellung ist es in der Regel gar nicht so einfach
zu zeigen, ob ein Punkt auf einer gegebenen Geraden liegt oder
nicht.

Definition

Die Gerade G D GPQ durch die Punkte P und Q ist die
Punktemenge

G D fTj r.T/ D r.P/C 	 � �!
PQ für ein 	 2 Rg ;



10.3 Geometrische Anwendungen der Vektorrechnung 239

Te
il
III

Anwendung: Berechnungen mit Vektoren in MATLAB

Vektoren werden in MATLAB mit eckigen Klammern [ ]
dargestellt. Bei Zeilenvektoren werden die Einträge dabei
durch Kommata oder durch Leerzeichen getrennt, bei Spal-
tenvektoren durch Strichpunkte:

v=[1,2,3], w=[1;2;3]
v =

1 2 3
w =

1
2
3

Vektoraddition und Skalarmultiplikation werden mit den Be-
fehlen + und * realisiert:

v=[1,2,3]; w=[3,2,1]; r=2;
u1=v+w
u1 =

4 4 4
u2=r*v
u2 =

2 4 6

Die Länge eines Vektors wird mit dem Befehl norm be-
stimmt und das Skalarprodukt von zwei Vektoren mit dem
Befehlt dot:

v=[1;2;2];w=[2;-1;1];
l=norm(v)
l =

3
s=dot(v,w)
s =

2

Es gilt also

ˇ̌
ˇ̌
ˇ̌
ˇ

0
B@
1
2
2

1
CA

ˇ̌
ˇ̌
ˇ̌
ˇ

D 3;

*0
B@
1
2
2

1
CA ;

0
B@

2
�1
1

1
CA
+

D 2 :

Das Vektorprodukt schließlich erhalten wir mit dem Befehl
cross, der bei der Darstellung räumlicher Vektoren sowohl
als Spalten- als auch als Zeilenvektoren verwendet werden
kann (und entsprechend als Ergebnis einen Spalten- oder Zei-
lenvektor liefert):

v = [1,2,3]; w=[3,2,1];
u=cross(v,w)

u =
-4 8 -4

v = [1;2;3]; w=[3;2;1];

u=cross(v,w)

u =
-4
8

-4

Es gilt also

0
B@
1
2
3

1
CA �

0
B@
3
2
1

1
CA D

0
B@

�4
8

�4

1
CA :

Das Spatprodukt kann mithilfe der Befehle dot und cross
(gemäß Definition) ermittelt werden.

u=[1,-1,1]; v = [1,2,3]; w=[3,2,1];
s=dot(u,cross(v,w))
s =

-16

Es gilt also

2
64

0
B@
1
2
3

1
CA ;

0
B@
3
2
1

1
CA ;

0
B@

1
�1
1

1
CA

3
75 D �16 :

Das Spatprodukt ist aber auch ein Spezialfall der Determi-
nante, die wir im Kap. 13 untersuchen.

Auch für denWinkel ' zwischen zwei Vektoren v undw gibt
es keinen unmittelbaren Befehl in MATLAB, er kann jedoch
sofort aus der Formel

' D arccos
	 hv;wi

jvj � jwj



ermittelt werden.

v=[2;1;2]; w=[-4;1;-1];
angle = acos(dot(v,w)/(norm(v)*norm(w)))
angle = 2.3562
factor = angle/pi
factor = 0.7500

Der Winkel zwischen den beiden Vektoren

v D

0
B@
2
1
2

1
CA ; w D

0
B@

�4
1

�1

1
CA

ist also b D 0:75 �� im Bogenmaß (oder ' D 135ı im Grad-
maß).



TeilIII

240 10 Analytische Geometrie

x

y

P

Q

G

Abb. 10.12 Eine Gerade durch zwei Punkte

also die Menge aller Punkte, deren Ortsvektoren sich als
Summe aus dem Ortsvektor von P und einem Vielfachen
des Verbindungsvektors von P und Q schreiben lassen.

Diese Menge ergibt tatsächlich eine Gerade, wie wir sie uns vor-
stellen, und sie enthält auch die Punkte P (für 	 D 0) und Q
(für 	 D 1). Betrachten wir etwa die Punkte P D .2; 2/ und
Q D .6; 4/, so liefert die Definition sofort

GPQ D f.2 C 	 � 4; 2 C 	 � 2/j	 2 Rg
und wir erhalten die in Abb. 10.12 dargestellte Situation.

Jede Gerade kann also durch zwei Punkte, die auf ihr liegen,
beschrieben werden, und durch je zwei Punkte gibt es genau ei-
ne Gerade, wenn die beiden Punkte nicht zusammenfallen. Eine
Gerade G kann aber auch durch einen Punkt und eine Richtung
beschrieben werden - eine Darstellung, die für die Vektorrech-
nung sehr gut geeignet ist. Sind nämlich P und Q zwei Punkte

auf G und sind s D r.P/, g D �!
PQ, so ist GPQ durch diese beiden

Vektoren gemäß unserer Definition schon festgelegt.

Stütz- und Richtungsvektor bestimmten eine Gerade

Zu zwei Vektoren s und g.¤ 0/ gibt es genau eine Gerade
G, sodass die Punkte P auf G gerade die Punkte mit einem
Ortsvektor der Form r.P/ D s C 	g für ein 	 2 R sind.

Ist umgekehrt eine Gerade G gegeben, so gibt es immer
zwei Vektoren s und g, sodass die Punkte P auf G genau
die Punkte mit Ortsvektoren der Form r.P/ D s C 	g für
ein 	 2 R sind.

Der Vektor s heißt Stützvektor, und der Vektor g heißt
Richtungsvektor der Gerade G, und sie bestimmenGwie
in Abb. 10.13 beschrieben.

Für eine Gerade G mit Stützvektor s und Richtungsvektor g
schreiben wir auch kurz

G D s C 	 � g :

x

y

P

Q

G

s

g

Abb. 10.13 Stütz- und Richtungsvektor einer Geraden

Stütz- und Richtungsvektor einer Geraden G sind nicht eindeu-
tig bestimmt. Ist g ein Richtungsvektor von G, so ist jeder dazu
kollineare (und vom Nullvektor verschiedene) Vektor ebenfalls
ein Richtungsvektor von G. Umgekehrt ist jeder weitere Rich-
tungsvektor g0 von G kollinear zu g.

Ist s ein Stützvektor von G und g ein Richtungsvektor von G, so
ist sCr �g für jedes r 2 R ein Stützvektor vonG, und umgekehrt
hat auch jeder Stützvektor von G diese Gestalt.

Definition

Der Abstand eines Punktes P von einer Geraden G ist de-
finiert als

d.P;G/ WD minfd.P;Q/ j Q ist ein Punkt von Gg :

Genau dann liegt ein Punkt P auf einer Geraden G, wenn
d.P;G/ D 0.

Geometrisch lässt sich in der Ebene der Abstand eines Punk-
tes P zu einer Geraden G wie folgt bestimmen: Wir fällen von
P das Lot auf G und erhalten dadurch einen Punkt Q auf G
(Abb. 10.14). Dann ist d.P;G/ D d.P;Q/, also die Länge d
dieses Lotes.

Alternativ lässt sich die Entfernung auch ermitteln als der Ra-
dius des Kreises um P, der die Gerade G gerade noch in einem
Punkt berührt, sie aber nicht in zwei Punkten trifft.

Die Entfernung eines Punktes P von einer Geraden G im Raum
ist der Radius der Kugel um P, sodass die Gerade G diese Ku-
gel gerade noch in einem Punkt berührt, sie aber nicht mehr (in
mehr Punkten) schneidet. Liegt der Punkt P nicht auf der Ge-
raden, können wir auch wie folgt vorgehen: Die Gerade G und
der Punkt P bestimmen eine Ebene im Raum. In dieser Ebene
können wir von P das Lot auf G fällen, wie wir das im ebenen
Fall getan haben, und erhalten wiederum, dass d.P;G/ die Län-
ge dieses Lotes ist.

Wie können wir nun diesen Abstand berechnen? Dazu nehmen
wir an, dass die Gerade gegeben ist durch einen Stützvek-
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Abb. 10.14 Das Lot von einem Punkt auf eine Gerade

tor s und einen Richtungsvektor g. Mit A bezeichnen wir
(Abb. 10.15) den Endpunkt des Stützvektors s.

Nun gilt nach Definition des Sinus in rechtwinkligen Dreiecken

d D sin.˛/ � j�!APj

und nach Formel (10.3)

sin.˛/ D jg � �!
APj

jgj � j�!APj
;

sodass

d D jg � �!
APj

jgj D jg � .r.P/ � r.A// j
jgj :

Nun ist aber r.A/ D s, und wir haben damit folgende Formel
hergeleitet:

x

y

A

s

g

−→
AP

P

Q

G
d

•

α

Abb. 10.15 Der Abstand eines Punktes von einer Geraden

Abstand eines Punktes von einer Geraden

Der Abstand d eines Punktes P von einer Geraden G D
s C 	g ist gegeben durch

d D jg � .r.P/ � s/ j
jgj ; (10.8)

wobei diese Größe unabhängig von der Wahl des Stütz-
und des Richtungsvektors von G ist.

Beispiel

Wir bestimmen den Abstand des Punktes P D .2;�2/
von der Geraden durch A D .0;0/ und B D .1;1/. Um
Formel 10.8 anwenden zu können, betrachten wir die Si-
tuation im Raum, also die Gerade G durch A D .0; 0; 0/
und B D .1;1; 0/ und den Punkt P D .2;�2; 0/. Dann ist
G gegeben durch

s D r.A/ D

0
B@
0
0
0

1
CA D 0; g D �!

AB D

0
B@
1
1
0

1
CA :

Also ist

g � .r.P/ � s/ D

0
B@
1
1
0

1
CA �

0
B@

2
�2
0

1
CA D

0
B@

0
0

�4

1
CA ;

und damit gilt

d.P;G/ D jg � .r.P/ � s/ j
jgj D 4p

2
D 2

p
2 : J

Wir betrachten im Folgenden zwei Geraden G1 D s1 C 	 � g1
und G2 D s2 C 	 � g2.

Definition

Der Abstand d.G1;G2/ der Geraden G1 und G2 ist defi-
niert als

d.G1;G2/ D minfd.P;Q/ j P 2 G1;Q 2 G2g :

In der Ebene schneiden sich zwei Geraden in der Regel. In die-
sem Fall ist d.G1;G2/ D 0. Den Spezialfall von zwei sich nicht
schneidenden Geraden nennt man parallel. Parallelität wird hier
jedoch anders eingeführt:
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Abb. 10.16 Der Abstand von zwei Geraden

Definition

Die beiden Geraden G1 und G2 heißen parallel, wenn g1
und g2 kollinear sind.

Diese Definition entspricht (im Wesentlichen) unserer Vorstel-
lung von parallelen Geraden in der Ebene: Zwei Geraden sind
dann parallel, wenn sie keinen Punkt gemeinsam haben. Wir be-
zeichnen zwei Geraden aber auch dann als parallel, wenn sie
zusammenfallen.

Der Abstand von zwei parallelen Geraden in der Ebene kann
wie folgt ermittelt werden:

1. Wähle einen beliebigen Punkt P auf G2.
2. Fälle das Lot von P auf die Gerade G1 und bezeichne den

Fußpunkt des Lotes mit Q (Abb. 10.16).

3. d.G1;G2/ D j�!PQj D d.P;Q/.

Betrachten wir zwei parallele Geraden im Raum (die nicht zu-
sammenfallen), so ist zu beachten, dass diese beiden Geraden
gemeinsam genau eine Ebene E bestimmen. Da sie parallel sind,
liegt nämlich auf der Ebene, die durch eine Gerade und einen
Punkt auf der zweiten Geraden bestimmt wird, schon die gan-
ze zweite Gerade. Daher kann ihr Abstand als der Abstand der
beiden Geraden in dieser Ebene E berechnet werden.

Wenn G1 und G2 parallel sind, so ist der Abstand von G1 und
G2 immer der Abstand eines beliebigen Punktes P auf G2 von
G1. Wir können deshalb annehmen, dass P der Endpunkt eines
Stützvektors s2 von G2 ist (und ebenso, dass der Punkt Q aus
Abb. 10.16 der Endpunkt eines Stützvektors s1 von G1 ist), und
damit erhalten wir die in Abb. 10.17 dargestellte Situation.

Deshalb liefert uns Formel (10.8) folgende Aussage.

x

y P

Q

G1
d

•
G2

s1

g

s2

g

Abb. 10.17 Die Berechnung des Abstand von zwei Geraden

Abstand paralleler Geraden

Sind G1 D s1 C 	 � g1 und G2 D s2 C 	 � g2 zwei parallele
Geraden, so ist

d.G1;G2/ D jg1 � .s2 � s1/ j
jg1j

: (10.9)

Beispiel

Wir betrachten die beiden Geraden G1 durch A1 D
.1; 0; 1/ und B1 D .2; 1; 2/ sowie G2 durch A2 D .2; 3; 4/
und B2 D .3;4; 5/. Dann ist G1 gegeben durch

s1 D r.A1/ D

0
B@
1
0
1

1
CA ; g1 D ���!

A1B1 D

0
B@
1
1
1

1
CA

und G2 durch

s2 D r.A2/ D

0
B@
2
3
4

1
CA ; g2 D ���!

A2B2 D

0
B@
1
1
1

1
CA :

Offensichtlich sindG1 undG2 parallel, da ihre Richtungs-
vektoren übereinstimmen. Es ist

g1 � .s2 � s1/ D

0
B@
1
1
1

1
CA �

0
B@
1
3
3

1
CA D

0
B@

0
�2
2

1
CA ;

und daher erhalten wir als Abstand

d.G1;G2/ D jg1 � .s2 � s1/ j
jg1j

D 2
p
2p
3
: J
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Neben dem Fall paralleler Geraden kann es auch vorkommen,
dass sich zwei Geraden in genau einem Punkt schneiden. In der
Ebene sind das die einzigen Möglichkeiten. Der Regelfall im
Raum ist aber, dass zwei Geraden weder parallel sind, noch sich
schneiden. Solche Geraden nennen wir windschief.

Verhältnis von zwei Geraden

Für zwei Geraden G1 D s1 C 	 � g1 und G2 D s2 C 	 � g2
im Raum gilt:

1. Genau dann sind G1 und G2 parallel, wenn

g1 � g2 D 0 :

2. Genau dann schneiden sich die beiden Geraden G1 und
G2 in genau einem Punkt, wenn

g1 � g2 ¤ 0 und Œs2 � s1; g1; g2� D 0 :

3. Genau dann sind die beiden Geraden G1 und G2 wind-
schief, wenn

g1 � g2 ¤ 0 und Œs2 � s1; g1; g2� ¤ 0 :

Der erste Punkt ist dabei klar, denn genau dann sind g1 und g2
kollinear, wenn g1 � g2 D 0. Der zweite Punkt wiederum ist die
bekannte Tatsache, dass sich zwei nichtparallele Geraden genau
dann schneiden, wenn sie in einer Ebene liegen, und der dritte
Punkt ergibt sich damit aus den beiden ersten Punkten.

Abstand windschiefer Geraden

Sind G1 D s1 C	g1 und G2 D s2 C	g2 zwei windschiefe
Geraden, so ist

d.G1;G2/ D j Œg1; g2; .s2 � s1/� j
jg1 � g2j

: (10.10)

Die Herleitung dieser Formel führen wir auf die Berechnung des
Abstandes von zwei parallelen Ebenen zurück. Dazu betrachten
wir die Gerade G0

1 D s1 C	 � g2. Diese Gerade hat mit G1 einen
Punkt gemeinsam, nämlich den Endpunkt von s1, fällt aber nicht
mit G1 zusammen, da ja g1 und g2 nicht kollinear sind. Daher
bestimmen G1 und G0

1 eine Ebene E1. Analog betrachten wir
die Gerade G0

2 D s2 C	 � g1, die einen Punkt mit G2 gemeinsam
hat und mit ihr eine Ebene E2 bestimmt. Dann sind E1 und E2

parallele Ebenen, da sie durch die gleichen Richtungsvektoren
g1 und g2 bestimmt werden, und der Abstand von G1 und G2

ist auch der Abstand von E1 und E2, da es eine Senkrechte auf
einem Punkt von G1 gibt, die durch einen Punkt von G2 geht.
Wie wir noch in Formel (10.17) sehen werden, ist der Abstand
der Ebenen E1 und E2 gegeben durch Formel (10.10).

Beispiel

Wir betrachten die beiden Geraden G1 durch die Punkte
A1 D .1; 0; 1/ und B1 D .2; 2; 2/ sowie G2 durch die
Punkte A2 D .2;3; 4/ und B2 D .3;4; 5/. Dann ist G1

gegeben durch

s1 D r.A1/ D

0
B@
1
0
1

1
CA ; g1 D ���!

A1B1 D

0
B@
1
2
1

1
CA

und G2 durch

s2 D r.A2/ D

0
B@
2
3
4

1
CA ; g2 D ���!

A2B2 D

0
B@
1
1
1

1
CA :

Offensichtlich sind G1 und G2 nicht parallel, denn keiner
der Richtungsvektoren ist ein Vielfaches des anderen. Es
ist

Œg1; g2; s2 � s1� D
*0
B@
1
2
1

1
CA ;

0
B@
1
1
1

1
CA �

0
B@
1
3
3

1
CA
+

D �2

und

g1 � g2 D

0
B@
1
2
1

1
CA �

0
B@
1
1
1

1
CA D

0
B@

1
0

�1

1
CA ;

und deshalb erhalten wir als Abstand

d.G1;G2/ D jŒg1; g2; s2 � s1�j
jg1 � g2j

D 2p
2

D p
2 : J

Ebenen werden durch Vektoren beschrieben

Im Raum können wir neben Geraden auch noch Ebenen be-
trachten. Eine Ebene E, wie wir sie aus der Anschauung kennen,
wird bekanntlich eindeutig festgelegt durch drei Punkte auf ihr,
sofern diese nicht auf einer Geraden liegen, und umgekehrt be-
stimmen auch je drei Punkte, die nicht auf einer Geraden liegen,
eine Ebene (Abb: 10.18).

Definition

Sind A, B und C drei Punkte im Raum, die nicht auf einer
Geraden liegen, so ist die Ebene E durch die Punkte A, B
und C definiert als

E D fP j r.P/ D r.A/C 	 � �!
AB C � � �!

AC .	; � 2 R/g :
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E

y

x

z
A

B

C

Abb. 10.18 Die Ebene durch drei Punkte

Die Ebene durch die Punkte A D .1; 1; 1/, B D .2;3; 4/ und
C D .4; 3;2/ ist also die Punktmenge

E D f.1 C 	C 3�; 1 C 2	C 2�; 1 C 3	C �/ j 	;� 2 Rg :

Drei Punkte, die nicht auf einer Gerade liegen, bestimmen also
eine Ebene. Alternativ kann eine Ebene aber auch durch drei
Vektoren gegeben sein.

Stütz- und Richtungsvektoren bestimmen Ebenen

Sind p1 und p2 nicht kollinear, so bestimmen drei Vek-
toren s und p1, p2 eine Ebene, deren Punkte gerade die
Endpunkte der Vektoren

v D s C 	 � p1 C � � p2
mit Skalaren 	 und � sind.

Diese Aussage ist einfach eine Umformulierung der Definition.
Die Ebene, die wir so erhalten, ist die durch die Punkte A, B und
C, wobei A der Endpunkt von s ist, B der von s C p1 und C der
von sC p2. Dass p1 und p2 nicht kollinear sind, entspricht dabei
der Bedingung, dass A, B und C nicht auf einer Geraden liegen.

Wie für Geraden werden wir auch für Ebenen die Kurzschreib-
weise

E D s C 	 � p1 C � � p2
verwenden. Der Vektor s heißt wieder Stützvektor von E, und p1
und p2 heißen Richtungsvektoren von E (Abb. 10.19).

Beispiel

Ist E die Ebene durch die drei Punkte A D .1;1; 1/, B D
.2;3; 4/ und C D .�1;3; 0/, so lässt sich E beschreiben

durch den Stützvektor s D

0
B@
1
1
1

1
CA und die Richtungsvekto-

ren p1 D

0
B@
1
2
3

1
CA und p2 D

0
B@

�2
2

�1

1
CA. Die Ebene hat als die

E
y

x

z

s

p1

p2

Abb. 10.19 Stütz- und Richtungsvektoren einer Ebene

Darstellung

E D

0
B@
1
1
1

1
CAC 	

0
B@
1
2
3

1
CAC �

0
B@

�2
2

�1

1
CA :

Wir hätten aber als Stützvektor auch

0
B@
2
3
4

1
CA und als Rich-

tungsvektoren p1 D

0
B@

�1
�2
�3

1
CA und p2 D

0
B@

�3
0

�4

1
CA wählen

können. Stütz- und Richtungsvektoren sind also nicht ein-
deutig bestimmt. Je drei Punkte auf E, die nicht auf einer
Geraden liegen, liefern Stütz- und Richtungsvektoren, die
von diesen Punkten und der Reihenfolge ihrer Wahl ab-
hängen. J

Zu einer Ebene E im Raum und einem Punkt P auf dieser Ebe-
ne gibt es genau eine Gerade, die auf E senkrecht steht und
durch P geht, und je zwei Geraden, die senkrecht auf der Ebene
stehen, sind parallel zueinander, haben also kollineare Rich-
tungsvektoren. Solche Richtungsvektoren lassen sich aus der
Ebenendarstellung E D s C 	 � p1 C � � p2 bestimmen.

Definition

Der Normalenvektor nE der Ebene E ist definiert als

nE D p1 � p2 :

Der Normalenvektor nE ist durch E nicht eindeutig bestimmt.
Eine andere Wahl der Richtungsvektoren von E kann zu einem
anderen Normalenvektor führen. Je zwei Normalenvektoren zu
E stehen aber immer senkrecht auf dieser Ebene (Abb. 10.20).

Daher sind sie kollinear, da es durch einen Punkt nur eine Gera-
de gibt, die auf einer Ebene senkrecht steht. Man spricht deshalb
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E
y

x

z nE

p1

p2

Abb. 10.20 Der Normalenvektor einer Ebene

trotzdem von dem Normalenvektor von E, obwohl er nur bis auf
skalare Vielfache eindeutig ist.

Der Normalenvektor nE bestimmt zusammenmit dem Stützvek-
tor s die Ebene E schon eindeutig: Ein PunktQ liegt genau dann
in der Ebene E, wenn nE senkrecht auf dem Vektor r.Q/ � s
steht, also wenn

hnE; r.Q/ � si D 0 (10.11)

gilt. Durch einen Punkt gibt es nämlich genau eine Ebene, die
auf einem gegebenen Vektor senkrecht steht.

Daraus erhalten wir eine weitere Beschreibung der Ebene. Wir
schreiben den Normalenvektor der Ebene in seiner Koordinaten-
darstellung

nE D

0
B@
a

b

c

1
CA :

Ein Punkt Q D .x; y; z/ ist genau dann auf der Ebene E, wenn
wir seinen Ortsvektor in der Form

r.Q/ D

0
B@
x

y

z

1
CA D s C 	 � p1 C � � p2

mit geeigneten Zahlen 	;� 2 R schreiben können. Damit gilt

hnE; r.Q/i D hnE; s C 	 � p1 C � � p2i
D hnE; si C 	 � hnE; p1i C � � hnE; p2i
D hnE; si :

Andererseits ist

hnE; r.Q/i D ax C by C cz :

und daraus erhalten wir, dass ein PunktQ D .x; y; z/ genau dann
auf der Ebene E liegt, wenn

ax C by C cz D hnE; si : (10.12)

Enthält die Ebene den Ursprung .0; 0; 0/ des Koordinatensys-
tems, so können wir als Stützvektor s D 0 wählen und folgern,
dass ein Punkt Q D .x; y; z/ genau dann auf der Ebene E liegt,
wenn

ax C by C cz D 0 : (10.13)

Beispiel

1. Ist E die Ebene durch die Punkte A D .1;0; 0/, B D
.1;1; 0/ und C D .1;0; 1/, so hat E die Dartellung

E D

0
B@
1
0
0

1
CAC 	

0
B@
0
1
0

1
CAC �

0
B@
0
0
1

1
CA ;

ist also parallel zur y-z-Ebene. Es gilt

nE D

0
B@
0
1
0

1
CA �

0
B@
0
0
1

1
CA D

0
B@
1
0
0

1
CA :

Diese Ebene kann also auch beschrieben werden durch
die Gleichung

x D hnE; si D
*0
B@
1
0
0

1
CA ;

0
B@
1
0
0

1
CA
+

D 1 :

2. Ist E gegeben durch

E D

0
B@
1
2
3

1
CAC 	 �

0
B@
2
3
4

1
CAC � �

0
B@
3
4
5

1
CA ;

so gilt

nE D

0
B@
2
3
4

1
CA �

0
B@
3
4
5

1
CA D

0
B@

�1
2

�1

1
CA :

Diese Ebene kann also beschrieben werden durch die
Gleichung

�x C 2y � z D hnE; si D 0 :

3. Ist E die Ebene durch A D .2;3; 1/ mit den beiden

Richtungsvektoren p1 D

0
B@
2
1
0

1
CA und p2 D

0
B@
1
2
1

1
CA, so hat

E die Darstellung

E D

0
B@
2
3
1

1
CAC 	 �

0
B@
2
1
0

1
CAC � �

0
B@
1
2
1

1
CA

und den Normalenvektor

nE D

0
B@
2
1
0

1
CA �

0
B@
1
2
1

1
CA D

0
B@

1
�2
3

1
CA :

Diese Ebene kann also beschrieben werden durch die
Gleichung

x � 2y C 3z D hnE; si D �1 : J
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Sind ein Punkt P und ein Vektor v gegeben, etwa ein Verbin-

dungsvektor
�!
PQ, so stellt sich oft die Frage, wie die Ebene E, die

senkrecht auf v steht und durch den Punkt P geht, bestimmtwer-

den kann. Wir schreiben dazu P D .p1; p2; p3/ und v D

0
B@
a

b

c

1
CA.

Ist dann R ein Punkt auf E mit Ortsvektor r.R/ D

0
B@
x

y

z

1
CA, so muss

hierfür hv; r.R/ � r.P/i D 0 gelten, also

a.x � p1/C b.y � p2/C c.z � p3/ D 0

oder

ax C by C cz D ap1 C bp2 C cp3 DW d : (10.14)

Umgekehrt ist auch jeder Vektor, dessen Komponenten die Glei-
chung (10.14) erfüllen, der Ortsvektor eines Punktes auf E.
Die Komponenten der Punkte auf E sind also die Lösungen
einer linearen Gleichung. In Abschn. 12.1 werden wir solche
linearen Gleichungen und Gleichungssysteme ganz allgemein
behandeln. In diesem speziellen Fall lassen sich aus der Glei-
chung aber Stütz- und Richtungsvektoren unmittelbar ablesen.
Ist etwa a ¤ 0, so erhalten wir sofort folgende Darstellung der
Ebene:

E D

0
B@
p1
p2
p3

1
CAC 	

0
B@

�b

a

0

1
CAC �

0
B@

�c

0
a

1
CA :

Bis auf skalare Vielfache ist v der Normalenvektor von E.

Auf diese Art und Weise bestimmen sich also eine Ebe-
ne und der zugehörige Normalenvektor gegenseitig. Aus den
Richtungsvektoren von E lässt sich der Normalenvektor direkt
berechnen, und aus den Komponenten des Normalenvektors er-
halten wir eine Gleichung (10.12) bzw. (10.14) für die Ebene.

Beispiel

Ist v D

0
B@
1
2
0

1
CA, so ist die Ebene durch den Nullpunkt, die

senkrecht auf v steht, gegeben durch

E D

0
B@
0
0
0

1
CAC 	 �

0
B@

�2
1
0

1
CAC � �

0
B@
0
0
1

1
CA

D 	 �

0
B@

�2
1
0

1
CAC � �

0
B@
0
0
1

1
CA : J

Normalenvektoren helfen, den Abstand zu einer
Ebene zu bestimmen

Wir betrachten eine Ebene E und einen beliebigen Punkt P.

Definition

Der Abstand von P und E ist definiert als

d.P;E/ D minfd.P;Q/ j Q 2 Eg :

Genau dann ist P 2 E, wenn d.P;E/ D 0.

Der Abstand eines Punktes von einer Ebene kann wie folgt be-
rechnet werden (Abb. 10.21):

1. Fälle das Lot von P auf die Ebene E und bezeichne den Fuß-
punkt des Lotes mit Q.

2. d.P;E/ D j�!QPj.
Dieses Lot und der Verbindungssvektor

�!
QP lassen sich mithil-

fe eines Normalenvektors von E sehr leicht bestimmen. Wir
wählen dazu einen beliebigen (bekannten) PunktA auf E und be-

stimmen den Verbindungsvektor
�!
AP. Von diesem Verbindungs-

vektor bestimmen wir die Projektion v auf den Normalenvektor
nE von E. Diese Projektion ist gemäß Formel (9.4) gegeben
durch

v D 1

jnEj2 � hnE;�!APi � nE D 1

jnEj2 � hnE; r.P/ � r.A/i � nE :

Dann ist der Endpunkt Q von r.P/ � v ein Punkt auf E, die

Gerade durch Q und P steht senkrecht auf E und
�!
QP D v

(Abb. 10.22).

Damit haben wir folgende Formel nachgewiesen.

Abstand eines Punktes von einer Ebene

d.P;E/ D j hnE; r.P/ � r.A/ij
jnEj : (10.15)

y

x

z −→
QP

Q

P

E

Abb. 10.21 Der Abstand eines Punktes von einer Ebene
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y

x

z

−→
AP

−→
QP

Q

P

A

E

Abb. 10.22 Abstandsbestimmung eines Punktes von einer Ebene

Ist E D s1C	p1C�p2 eine Ebene undG D s2C	g eine Gerade,
so interessieren wir uns auch für Beziehungen zwischen E und
G.

Definition

Die Gerade G ist parallel zu E, wenn es a; b 2 R gibt mit

g D a � p1 C b � p2 :

Diese Definition spiegelt wider, was wir intuitiv unter der Paral-
lelität einer Geraden zu einer Ebene verstehen:

Die Gerade G ist entweder parallel zu E, oder sie schneidet E in
genau einem Punkt.

Auch dann ist G parallel zu E, wenn G in E enthalten ist.

Ist G parallel zu E, so liegt g in der von p1 und p2 aufgespannten
Ebene. Da nE auf dieser Ebene senkrecht steht, muss hnE; gi D
0 gelten.

Ist umgekehrt hnE; gi D 0, so erhalten wir aus Gl. (10.11), dass
g schon in der von p1 und p2 aufgespannten Ebene liegt, und
daher gibt es eine Beziehung

g D a � p1 C b � p2
für geeignete a; b 2 R. Wir erhalten also:

Parallelität und Normalenvektor

Genau dann ist G parallel zu E, wenn hnE; gi D 0.

Beispiel

1. Die Gerade

G D

0
B@

2
1

�1

1
CAC 	 �

0
B@

1
�2
4

1
CA

ist parallel zur Ebene

E D

0
B@
0
1
2

1
CAC 	 �

0
B@
1
1
1

1
CAC � �

0
B@
2
3
1

1
CA :

Es gilt nämlich
0
B@

1
�2
4

1
CA D 7 �

0
B@
1
1
1

1
CA � 3 �

0
B@
2
3
1

1
CA :

Alternativ können wir zunächst auch den Normalen-
vektor von E berechnen,

nE D

0
B@
1
1
1

1
CA �

0
B@
2
3
1

1
CA D

0
B@

�2
1
1

1
CA ;

und dann das Skalarprodukt mit dem Richtungsvektor
von G bestimmen:

*0
B@

�2
1
1

1
CA ;

0
B@

1
�2
4

1
CA
+

D 0 :

Wir erhalten auch hieraus, dass G parallel zu E ist.
2. Die Gerade

G D

0
B@

2
1

�1

1
CAC 	

0
B@
1
0
0

1
CA

ist nicht parallel zur Ebene

E D

0
B@
0
1
2

1
CAC 	

0
B@
0
1
1

1
CAC �

0
B@
0
3
1

1
CA :

Ganz offensichtlich lässt sich nämlich der Vektor

0
B@
1
0
0

1
CA

nicht wie gewünscht aus

0
B@
0
1
1

1
CA und

0
B@
0
3
1

1
CA erzeugen. Der

Normalenvektor zu dieser Ebene ist

nE D

0
B@
0
1
1

1
CA �

0
B@
0
3
1

1
CA D

0
B@

�2
0
0

1
CA ;

und der Richtungsvektor der Gerade ist ein Vielfa-
ches des Normalenvektors. Damit steht die Gerade
also senkrecht auf der Ebene. J
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Wir betrachten nun eine Ebene E D s1 C 	 � p1 C � � p2 mit
einem Normalenvektor nE und eine zu dieser Ebene E parallele
Gerade G D s2 C 	g.

Definition

Der Abstand von G und E ist definiert als

d.G;E/ D minfd.P;Q/jP 2 G; Q 2 Eg

Da G parallel zu E ist, erhalten wir den Abstand von G und E,
indem wir einen beliebigen Punkt P auf G wählen, von diesem
Punkt das Lot auf E fällen und den FußpunktQ dieses Lotes auf
E bestimmen. Dann ist

d.G;E/ D d.P;Q/ :

Aus der Parallelität erhalten wir nämlich, dass dieser Abstand
unabhängig ist von der Wahl des Punktes P auf G. Klar ist, dass
der Abstand von P zu jedem anderen PunktQ0 auf E mindestens
so groß ist wie d.P;Q/.

Abstand einer Geraden von einer Ebene

Ist G parallel zu E, so ist

d.G;E/ D jhnE; .s2 � s1/ij
jnEj : (10.16)

Ist dazu A der Endpunkt des Stützvektors s1 von E und B der
Endpunkt des Stützvektors s2 von G, so ist der Vektor s2 � s1
der Verbindungsvektor von A (einem Punkt auf E) und B (einem
Punkt auf G). Den Abstand zwischen G und E erhalten wir also,
indem wir diesen Vektor auf einem auf E senkrecht stehenden
Vektor projizieren, also etwa nE, und dessen Länge berechnen.
Daraus erhalten wir die gesuchte Formel.

Beispiel

Wir betrachten wieder die Gerade

G D

0
B@

2
1

�1

1
CAC 	 �

0
B@

1
�2
4

1
CA

und die Ebene

E D

0
B@
0
1
2

1
CAC 	 �

0
B@
1
1
1

1
CAC � �

0
B@
2
3
1

1
CA :

Wir wissen bereits, dassG parallel zu E ist, und wir haben
auch schon den Normalenvektor

nE D

0
B@

�2
1
1

1
CA

berechnet. Damit ergibt sich als Abstand

d.G;E/ D

ˇ̌
ˇ̌
ˇ̌
ˇ

*0
B@

�2
1
1

1
CA ;

0
B@

�2
0
3

1
CA
+ˇ̌ˇ̌
ˇ̌
ˇ

ˇ̌
ˇ̌
ˇ̌
ˇ

0
B@

�2
1
1

1
CA

ˇ̌
ˇ̌
ˇ̌
ˇ

D 7p
6
: J

Zum Abschluss dieses Abschnitts wollen wir auch noch Bezie-
hungen zwischen zwei Ebenen E1 D s1 C 	 � p1 C � � p2 und
E2 D s2 C 	 � q1 C � � q2 betrachten.

Definition

Die Ebene E1 ist parallel zu E2, wenn es r1; r2; s1; s2 2 R
gibt mit

p1 D r1 � q1 C s1 � q2
p2 D r2 � q1 C s2 � q2 :

Die Definition besagt gerade, dass E1 parallel zu E2 ist, wenn
p1 und p2 in der von q1 und q2 aufgespannten Ebene durch den
Koordinatenursprung liegen. Da aber p1 und p2 ebenfalls eine
Ebene aufspannen, folgt hieraus auch, dass q1 und q2 in der von
p1 und p2 aufgespannten Ebene liegen. Damit ist die Definition
symmetrisch, und E1 ist genau dann parallel zu E2, wenn auch
E2 parallel zu E1 ist.

Die Vektoren p1 und p2 spannen genau dann die gleiche Ebene
durch den Koordinatenursprung auf wie q1 und q2, wenn p1 �p2
und q1 � q2 kollinear sind, da das ja jeweils ein Normalenvektor
der Ebene ist. Also gilt

Parallelität und Normalenvektor

Genau dann sind zwei Ebenen E1 und E2 parallel, wenn
ihre Normalenvektoren nE1 und nE2 kollinear sind, also
genau dann, wenn wenn nE1 � nE2 D 0.

Abb. 10.23 zeigt zwei parallele Ebenen E1 und E2. Die beiden
Ebenen E1 und E2 in Abb. 10.23 dagegen sind nicht parallel. Sie
haben genau eine Gerade gemeinsam.

Die Definition der Parallelität von Ebenen entspricht unserer in-
tuitiven Vorstellung, denn aus der Definition kann man leicht
ableiten, dass zwei Ebenen E1 und E2 entweder parallel sind
oder sich in einer Geraden schneiden.

Achtung Die Ebene E1 ist auch dann parallel zu E2, wenn E1

und E2 zusammenfallen. J
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E1

E2

y

x

z

Abb. 10.23 Zwei parallele Ebenen

y

x

z
E2

E1

G

Abb. 10.24 Zwei Ebenen, die nicht parallel sind

Beispiel

1. Die Ebene

E1 D

0
B@
0
1
2

1
CAC 	 �

0
B@

�2
1
2

1
CAC � �

0
B@
1
0
1

1
CA

ist parallel zu

E2 D

0
B@
2
1
3

1
CAC 	 �

0
B@
0
1
4

1
CAC � �

0
B@
2
1
6

1
CA :

In der Tat gilt hier
0
B@

�2
1
2

1
CA D 2 �

0
B@
0
1
4

1
CAC .�1/ �

0
B@
2
1
6

1
CA ;

0
B@
1
0
1

1
CA D

	
�1

2



�

0
B@
0
1
4

1
CAC 1

2
�

0
B@
2
1
6

1
CA :

Alternativ können wir wieder mit den Normalenvek-
toren argumentieren:

nE2 D

0
B@
0
1
4

1
CA �

0
B@
2
1
6

1
CA D

0
B@

2
8

�2

1
CA ;

nE1 D

0
B@

�2
1
2

1
CA �

0
B@
1
0
1

1
CA D

0
B@

1
4

�1

1
CA :

Also sind nE1 und nE2 kollinear und damit die beiden
Ebenen parallel.

2. Die Ebene

E1 D

0
B@
2
1
1

1
CAC 	 �

0
B@
1
0
0

1
CAC � �

0
B@
0
1
0

1
CA

ist nicht parallel zu

E2 D

0
B@
3
1
3

1
CAC 	 �

0
B@
0
1
0

1
CAC � �

0
B@
0
0
1

1
CA ;

denn nE1 D e3 und nE2 D e1. J

Wir betrachten nun zwei parallele Ebenen E1 und E2.

Definition

Der Abstand von E1 und E2 ist definiert als

d.E1;E2/ D minfd.P;Q/jP 2 E1; Q 2 E2g :

Da E1 und E2 parallel sind, erhalten wir den Abstand von E1

und E2, indem wir einen beliebigen Punkt P auf E1 wählen, von
diesem Punkt das Lot auf E2 fällen und den Fußpunkt Q dieses
Lotes auf E2 bestimmen. Dann ist

d.E1;E2/ D d.P;Q/ :

Aus der Parallelität erhalten wir nämlich, dass dieser Abstand
unabhängig ist von der Wahl des Punktes P auf E1. Klar ist, dass
der Abstand von P zu jedem anderen Punkt Q0 auf E2 mindes-
tens so groß ist wie d.P;Q/. Wir hätten natürlich genauso mit
einem Punkt P auf E2 starten können.

Abstand paralleler Ebenen

Für zwei parallele Ebenen E1 D s1 C 	 � p1 C � � p2 und
E2 D s2 C 	 � q1 C � � q2 berechnet sich ihr Abstand als

d.E1;E2/ D jhnE; .s2 � s1/ij
jnEj ; (10.17)

wobei nE den Normalenvektor einer der beiden Ebenen E1

oder E2 bezeichnet.

Ist nämlich A der Endpunkt von s1 und B der Endpunkt von s2,
so ist der Vektor s2 � s1 der Verbindungsvektor von A (einem
Punkt auf E1) und B (einem Punkt auf E2). Den Abstand zwi-
schen E1 und E2 erhalten wir also, indem wir diesen Vektor auf
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einem auf E1 (oder äquivalent auf E2) senkrecht stehenden Vek-
tor projizieren, also etwa nE, und dessen Länge berechnen. Das
ergibt dann gerade die angegebene Formel.

Beispiel

Wir greifen wieder das Beispiel der beiden Ebenen

E1 D

0
B@
0
1
2

1
CAC 	 �

0
B@

�2
1
2

1
CAC � �

0
B@
1
0
1

1
CA

und

E2 D

0
B@
2
1
3

1
CAC 	

0
B@
0
1
4

1
CAC �

0
B@
2
1
6

1
CA

auf. Wir wissen bereits, dass E1 und E2 parallel sind, und
haben auch schon

nE1 D

0
B@

1
4

�1

1
CA

berechnet. Damit gilt für den Abstand der beiden Ebenen

d.E1;E2/ D

ˇ̌
ˇ̌
ˇ̌
ˇ

*0
B@

1
4

�1

1
CA ;

0
B@
2
0
1

1
CA
+ˇ̌ˇ̌
ˇ̌
ˇ

ˇ̌
ˇ̌
ˇ̌
ˇ

0
B@

1
4

�1

1
CA

ˇ̌
ˇ̌
ˇ̌
ˇ

D 1p
18
: J

Aufgaben

10.1 Bestimmen Sie den Winkel ˛ zwischen den beiden Vek-

toren v D

0
B@
3
1
2

1
CA und w D

0
B@

1
�3
5

1
CA.

10.2 Bestimmen Sie die Richtungswinkel der Vektoren

v D

0
B@

3
�3
3

1
CA und u D

0
B@

p
3

�1
�p

2

1
CA

und bestimmen Sie den Winkel zwischen den beiden Vektoren.

10.3 Zeigen Sie, dass zwei Vektoren v und w genau dann
senkrecht aufeinander stehen, wenn jvj2 C jwj2 D jv C wj2.

10.4 Zeigen Sie, dass zwei Vektoren v und w genau dann par-
allel sind, wenn jv C wj D jvj C jwj.

10.5 Welche der folgenden Aussagen ist allgemein richtig für
Vektoren v und w? Begründen Sie Ihre Aussage oder geben Sie
ein Gegenbeispiel an.

a)
v C w

jv C wj D v

jvj C w

jwj
b) jv C wj2 D jvj2 C 2 � hv;wi C jwj2
c) hv;wi � w D jwj2 � v

10.6 Wird ein Körper der Masse m entlang einer Geraden G
durch eine konstante Kraft F (die nicht notwendig in Richtung
der Gerade G wirken muss) von A nach B verschoben, so ist die
an dem Körper verrichtete Arbeit W gegeben durch

W D jFGj � jABj
wobei FG die Projektion von F auf die Gerade G (in der von F
und G aufgespannten Ebene) ist.

Eine Kraft F der Stärke 200N verschiebt einen Körper um 8m
auf G und verrichtet dabei eine Arbeit von 900Nm. Berechnen
Sie den Winkel zwischen G und F.

10.7 Berechnen Sie das Vektorprodukt v � w der beiden Vek-
toren

v D

0
B@
2
1
3

1
CA ; w D

0
B@

1
�1
1

1
CA

und das Spatprodukt Œv;w; v � w�.

10.8 Zeigen Sie, dass die drei Vektoren

u D

0
B@

1
�1
2

1
CA ; v D

0
B@

3
1

�2

1
CA ; w D

0
B@

�3
�5
10

1
CA

komplanar sind.

10.9 Berechnen Sie das Volumen des Parallelepipeds mit den
Ecken

P1 D .0; 0;0/ ; P2 D .4;�1;�1/ ; P3 D .4;2; 1/ ;
P4 D .0; 3;2/ ; P5 D .2;2; 2/ ; P6 D .6;1; 1/ ;
P7 D .6; 4;3/ ; P8 D .2;5; 4/ :

10.10 Die drei Vektoren

u D

0
B@
1
1
1

1
CA ; v D

0
B@
1
2
3

1
CA ; w D

0
B@
7
3
5

1
CA

spannen ein Parallelepiped auf. Berechnen Sie sein Volumen.



Aufgaben 251

Te
il
III

10.11 Welche der folgenden Aussagen ist allgemein richtig für
Vektoren u, v und w? Begründen Sie Ihre Aussage oder geben
Sie ein Gegenbeispiel an.

a) u � v C v � u D 0
b) .u � v/ � w D u � w C w � v

c) j.u � v/ � .u C v/j2 D juj2 � jvj2

10.12 Ein Körper der Masse m D 5:00 kg bewegt sich auch
einer in der x-y-Ebene liegenden, drehbar um die z-Achse als
Drehachse gelagerten Kreisscheibe mit einer Geschwindigkeit
von v D 3:00 m

s im Abstand von r D 2:00m entgegen dem Uhr-
zeigersinn um die Drehachse. Bestimmen Sie den Impulsvektor
L der Drehbewegung für jeden Punkt der Drehbewegung.

10.13 Ein Elektron (Elementarladung q D 1:602 � 10�19 C)
fliegt mit einer Geschwindigkeit von v D 5:00 � 106 m

s durch
ein homogenes Magnetfeld der Flussdichte B D 6:00 � 10�4 T.
Dabei wirkt auf das Elektron eine Lorentzkraft von FL D 1:50 �
10�16 N. Berechnen Sie den Winkel der Flugbahn des Teilchens
zur Richtung des Magnetfeldes.

10.14 Bestimmen Sie den Abstand der beiden Punkte P D
.1; 2; 3/ und Q D .3;2; 1/.

10.15 Bestimmen Sie den Abstand des Punktes P D .1; 2; 3/

von der Geraden G D

0
B@

0
1

�1

1
CAC 	

0
B@

�2
1
0

1
CA.

10.16 Bestimmen Sie den Abstand des Punktes P D .7; 3; 4/
von der Geraden durch die Punkte A D .1;1; 1/ und B D
.2; 3; 4/.

10.17 Sind die beiden Geraden G1 D

0
B@

0
1

�1

1
CA C 	

0
B@
2
1
1

1
CA und

G2 D

0
B@
7
0
3

1
CA C 	

0
B@

4
�2
�2

1
CA parallel? Bestimmen Sie den Abstand

d.G1;G2/.

10.18 Sind die beiden Geraden G1 D

0
B@

0
1

�1

1
CA C 	

0
B@

�2
1
1

1
CA und

G2 D

0
B@
7
0
3

1
CA C 	

0
B@

4
�2
�2

1
CA parallel? Bestimmen Sie den Abstand

d.G1;G2/.

10.19 Schneiden sich die beiden Geraden G1 D s1 C 	g1
und G2 D s2 C 	g2 in genau einem Punkt S, so können wir

vom Schnittwinkel dieser beiden Geraden im Schnittpunkt S
sprechen. Genau genommen gibt es sogar zwei Schnittwinkel,
die sich zu 180ı ergänzen. Zeigen Sie, dass für den kleineren
Schnittwinkel ˛, den die beiden Geraden im Schnittpunkt S ein-
schließen, gilt:

cos.˛/ D jhg1; g2ij
jg1j � jg2j

:

10.20 Bestimmen Sie den Abstand des Punktes P D .1;2; 3/
von der Ebene

E D

0
B@
0
1
2

1
CAC 	

0
B@

�2
1
2

1
CAC �

0
B@
1
0
1

1
CA :

10.21 Bestimmen Sie den Abstand des Punktes P D .3;2; 1/
von der Ebene durch die Punkte A D .1; 1; 1/, B D .3;3; 3/ und
C D .3;3;�3/.

10.22 Zeigen Sie, dass die Gerade G durch die Punkte P D
.2;2; 0/ und Q D .2; 2; 2/ und die Ebene durch die Punkte A D
.1;1; 1/, B D .3; 3; 3/ und C D .3;3;�3/ parallel sind, und
bestimmen Sie den Abstand von G und E.

10.23 Zeigen Sie, dass die Gerade G durch die Punkte P D
.1;1;�3/ und Q D .2;2; 3/ und die Ebene

E D

0
B@
2
1
0

1
CAC 	

0
B@

�2
1
3

1
CAC �

0
B@
1
0
1

1
CA

parrallel sind und bestimmen Sie den Abstand von G und E.

10.24 Von der Ebene E1 ist bekannt, dass sie durch den Punkt
P D .3;0; 0/ geht und parallel zur Ebene E2 durch die Punkte
A D .1; 1; 1/, B D .1; 2; 3/ und C D .3; 2; 1/ ist. Erstellen Sie
die Gleichung von E1 in der Form

E1 D s C 	 � p1 C � � p2 :

10.25 Zeigen Sie: Sind die Ebene E D s1 C 	p1 C �p2 mit
Normalenvektor nE und die Gerade G D s2 C 	g nicht parallel
und ist S der Schnittpunkt von G und E, so gilt:

r.S/ D s2 C hnE; s1 � s2i
hnE; gi � g :

10.26 Zeigen Sie: Sind die Ebene E D s1C	p1C�p2 mit Nor-
malenvektor nE und die Gerade G D s2 C 	g nicht parallel, ist
S der Schnittpunkt von G und E und ist ˛ der Winkel zwischen
E und G in S, so gilt:

sin.˛/ D hnE; gi
jnEj � jgj :
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